om-zapisKi

Sibki izrek o dualnosti (SID) - dokaz & alternativni dokaz

Posledica 1

Posledica 2

KID in posledice

DD, za kaj se uporablja %

matriCne igre na splosno

kako deluje sx, enako za dvofazno sx(oboje pokazat na primeru)

Definicija LP, Standardna oblika LP, Dual LP

kaksna sta lahko problem in dual (dopustnost, omejenost, optimalnost - tabela)

pr sx na omrezjih in izrek o celostevilskih resitvah in pole dokazat tisto s stohasticno in

permutacijsko matriko *

PR pa izpeljava sx metode na omrezjih iz izreka o dualnem dopolnjevanju %

Problem pretoka, v LP, povecujoce poti, Kirchoffovi pogoji %

MadZarska Metoda z Utezmi: kater problem resSuje, postopek reSevanja in zakaj deluje (nicelni graf)
farkaSeva lema

kriterij za prvi odvod (izberi si eno smer ekvivalence in dokazi), kriterij za drugi odvod, dokaz za

konveksna ima lokalni min => globalni min

dokaz lokalni min => globalni za konveksne funkcije
konveksne in afine mnozice, konv. stoZec, konv. funkcije
skoraj vse ostale izreke iz konveksne optimizacije brez dokaza

Celostevilsko programiranje (nahrbtnik primer kako se resuje)

1. Kaj je bazna dopustna resitev (vse spremenljivke, razen baznih, nastavimo na 0) - kaj to

pomeni v praksi

2. enega prehoda pri dokazu da je vsaka simetri¢na igra postena - gl. zapiske

/\ Zame tezki dokazi

7. predavanje - pretoki in prerezi - natanko 2 moznosti, neskoncen ali pa enak pretok=prereu
vbistvu cel PR

zapiski

¢3 Definicija



(Q, f, max / min) je (LP), e je Q podana z linearnimi enakostmi in neenakostmi

in je f linearna.

¢3 Standarden linearen program

max ci1x1+ -+ cpTy
P-P- ai1i1xi + -+ a1pTn S bl

Am1T1 + -+ GmntTn < bm

1131,...,.’1277,20

¢ Trditev

Vsak LP lahko zapiSemo na ekvivalenten nacin v standardni obliki.

Dokaz: min f(z) — max(—f(x)), neenakosti obrnes, enakosti razdeli$ na 2 dela, z; < 0 — x|

P —Zq,

z; <0z =z, —z] z,,z] >0

¢3 Dualni problem

P: max 'z P': min bTy
pp- Az <b pp. Aly>c¢
z >0 y>0

¢ Trditev
Dual od duala je prvotni problem.
P'=P

Dokaz: samo das dvakrat minus, max — min

Predpostavki: z dopustna resitev za P, y dopustna reSitev za P’. Potem je
Lz < bTy

torej vsaka dopustna reSitev dualnega problema je zgornja meja za prvotni problem.



Dokaz: Zapi$e§ P in P’ v matri¢ni obliki, cfz < (ATy)Tz = yT(Az) < yTb = bTy

Alternativni dokaz: podobno, ¥, malo zamenjas vrstni red po ¢em najprej sestejes

¢ Posledica 1

Naj bo = dopusten za P in y dopusten za P’ ter ¢z = bTy,.

Potem je z optimalna resitev za P in y optimalna resitev za P’.

Dokaz: Naj bo z’ dopustna resitev za P, potem cT'2’ < b7y = cTz

¢ Posledica 2
P neomejen —> P’ nedopusten

Dokaz: Dopustna resitev P’ daje zgornjo mejo za P. Ce je P neomejen = ni dopustne resitve P = ni

Zg. meje.

Koeficienti dopolnilnih spremenljivk kriterijske funkcije v zadnjem slovarju nam dajo optimalno reSitev za

dualni problem. To velja tako pri prvotnem, kot pri dualnem problemu.

P optimalen problem, potem je tudi P’ optimalen, optimalni vrednosti sta enaki.
Ekvivalentno:

Jz* opt. reSitev P —> Jy* opt. resitevza P, cfz* = bly*
Dokaz: Zadnji slovar pri problemu duala - vidimo, da nam koeficienti pri dualnih spremenljivkah
dajo reSitev dualnega problema. Najprej naredim simplekstno metodo na problemu P, na koncu si
ogledam zadnji slovar. Tu imam neko konstanto v, ki je opt vrednost in Se lin. kombinacijo vseh
spremenljivk, prvotnih in dopolnilnih, koeficienti so vsi nenegativni. Razbijemo vsoto na prvotne in
dopolnilne spremenljivke, namesto dopolnilnih napiSemo kaj dejansko izrazajo, namesto
koeficientov c;,,, smo pisali —y;. V resnici smo uganili opt. reSitev dualnega problema, potem smo
samo Se preverili da je dopustna, in da sta vrednosti krit funkcij enaki. To smo dokazali tako, da so
oCitno y;* nenegativni, vse smo izrazili preko prvotnih spremenljivk, malo premecemo vsote in
napiSemo na drugi strani definicijo krit funkcije. Iz tega da sta krit funkciji enaki, sklepamo, da imata
isto konstanto (0) in iste koeficiente. Iz tega dobim, da je vsota > c¢; kar nam da dopustnost y* iz

prvega pa velja, da sta krit funkciji enaki. Iz posledic SID res velja, da je y* opt resitev za P’

¢ Posledica

P \ P’ nedopusten neomejen optimalen
nedopusten Vv v (primer) X (KID)
neomejen v (primer) X (SID) X (SID)



P \ P’ nedopusten neomejen optimalen

optimalen X (KID) X (SID) v (npr. primer kmetije)
Posledica: Za P, P’ velja natanko ena izmed moZnosti:

« oba sta optimalna
« oba sta nedopustna

- en je neomejen, drugi pa nedopusten

Naj bo z dopusten za P, y dopusten za P’.

m

z; =0 ali Zaijyi:cjzanzl,...,n
znzl

y; =0 ali a;jxz; =bjzaVi=1,...,m
j=1

Dokaz: podobno kot SID, z,y opt. «= L =D <= ...namesto < mora$ dokazati enakost - rece$

da je enako po Clenih, obrnes enacbo, dobis ravno DD.

(O Opomba - zapis z implikacijo

x,y dopustna. Potem sta optimalna <

n
Cejewj>0 — Zaijyi:Cj Vi=1,...,n
=1

m
=1

(O Opomba - S tem lahko zlahka preverimo, ¢e je neka resitev optimalna

1. korak - preverimo dopustnost
2. korak - vsak pozitiven z; nam da enakost za dualne spremenljivke.
3. korak - vsaka neenakost iz (1) izpolnjena s < nam da y; = 0.

4. korak - re$imo sistem iz (2) in (3). Ce ne obstaja resitev, potem tisto ni bila opt resitev.

opomba: to ne deluje vedno - morda imamo premalo enacb(??7?)

Koeficienti pri reSitvi dualnega problema nam povejo, za koliko se bo spremenila optimalna

vrednost, Ce se bo desna stran spremenila za neko majhno kolicino.



P je nek linearni program, ki ima , za katero velja, da so vse

konstante v zadnjem slovarju strogu pozitivne (ni nobene nicle).
Potem Jde > 0 >:
Az* = nyAbi za |Ab| <e

kjer je Az* sprememba opt vrednosti krit funkcije z.

n
max E ijj
Jj=1

n
p-p- Zaijaf;jgbi i=1,...,m
j=1
n
j=1
z; >0 j=1,...,n

Torej sploSnost pride iz tega, da pustimo enakosti

in da so nekatere spremenljivke nenegativne - ampak ne vse.

Izrek nam pove, da dual lahko napiSemo kot:

n
min Z biyi
i=1

m

p-p. Zaijyi > cj j=1,...,n
i=1
m

. !

Zaijyi:cj j=n+1,...,n
i=1

yi >0 i=1,...,m

Razlaga: (1) desne strani so koeficienti krit funkcije

(2) pri pogojih - kot obicajno, le da tukaj to ni res za vse j, ampak samo za tiste, ki so bili prej
nenegativni.

(3) za ostale j imam celo enakosti.

(4) spremenljivke bodo nenegativnele zai =1,...,m’
Vemo Ze, da vsaki neenakosti problema P pripada ena dualna spremenljivka y; v P’
Velja tudi obratno: za vsako spremenljivko v P dobim eno neenakost v P’.

Izrek nam pove, da ¢e imam neenakost, dobim nenegativno spremenljivko, ¢e pa imam enakost,
pripadajoca spremenljivka ni nujno
In obratno - nenegativne spremenljivke v obicajnem problemu mi res dajo neenakost. Tiste, ki pa so

poljubne, nam dajo celo enakost.

|neenakost <> neneg. spremenljivka| |enakost <> poljubna spremenljivka

Dokaz - vbistvu defiicija, razpisana na dolgo s trikom (y' — y")



Predpostavka: z, y dopustni za P, P’.

n
Zaijwj:bi ali y¢:0 izl,...,m/
j=1

z,y opt.za P,P' m
13]:0 ali Zaijyi:Cj j:l’.__’n,
i=1

Spomnimo: pri navadnem DD je bila bodisi < enakost bodisi dualna spremenljivka y; = 0.
Zdaj to ne velja za vse i, ampak samo za tiste, kjer imamo zares neenakosti. To je smiselno, ker

imamo pri ostalih Ze itak enakosti. Podobno za 2. trditev

opomba - minimum je vedno po vrsticah

| A = [a;;] .. 1. igralec placa a;; denarja

¢ Trditev - strategije

M, = max (min a;;) M, = min (max a;;)
i j j i

M, < M,

Dokaz: Naj bo M; dosezen v (i1, 1) in M2 doseZen v (iz, j2).

Potem velja: ai,;, = M1 < a;,j, < Ms = a;,j,

Pri dokazovanju bodi pozorna na notacijo - ne more$ primerjati (i1, j1) ampak lahko le a;, j,

¢3 Definicija

(40, Jo) je sedlo matrike A4, Ce je a;y;, Vv svoji vrstici in v svojem stolpcu.

/2 Trditev
Aimasedlo <— M; = M,

Dokaz: (=) - reces da je sedlo min v vrstici, kar pa je gotovo manjSe od max( min v vrstici) kar je
definicija M;. Dobis M; > M,, obratno Ze itak velja, torej je enakost.
(<) - podobno kot zg. trditev, ker pa je na levi nekaj kar je min v svoji vrstici, je tudi sedlo min v

vrstici (saj so zaradi M; = M, neenakosti pravzaprav enakosti)

¢3 Definicija



Kaksna je verjetnost, da 1. izbere i, drugi pa j: «; - y; - neodvisna dogodka
Matemati¢no upanje ali pricakovana vrednost
n m n m
DD airayi=Y | Y ayy; | =< Ay
1 i=1 j=1

=1 j=

kjer je a;; vrednost funkcije

1. igralec: max min z Ay 2. igralec: min max z’ Ay

ideja: pri 2. igralcu zmanjSamo najslabsi izid.

¢ Trditev

max min 27 Ay < min max z7 Ay

Dokaz: Dolo¢i$ "koordinate” L in D (, y), vmesni ¢len med L <. < D ima pol-pol koordinate

¢/ Trditev

x € R™ fiksen

n

j=1,....m ;

. T .
min z* Ay = min Q;;T;
y Y j=1,...m ; g
Dokaz: (<) o¢itno - L je manjse kot min z” Ay po y oblike (0,...,1,...,0) (saj je to podmnoZica) kar
je natanko D
n
(>) Definiramo s = _min ai;jx;, ZapiSemo mat. upanje z vsotami, notri najdemo nekaj oblike s,

1
recemo da je s manjsi, saj je min takih stvari, y; ki je zraven pa se itak sesteje v 1. Dobimo

zTAy=s=D.

(O Opomba

Za izbrano strategijo 1. igralca se 2. igralec optimalno brani s Cisto strategijo

¢ Pretvorba v LP

Optimalna strategija za 1. igralca:

max min E a;jT;
T j=1,....m 4

pPp  Zit otz =1



To ni LP, ker kriterijska funkcija ni linearna - "Definiramo” s = min;—1 . ., Z?:l a;;x; kot prej - to
storimo tako, da maksimiziramo s, definicijo "s" pa premaknemo v pogoje - da je to minimum

povemo tako, da recemo, da je s manjSi pod vsakega posebej

max s

T
n
P-P S§Zaijwi j=1....m
i=1

1+t zp=1
wizo

Podobno storimo za 2. igralca, le da tam minimiziramo ¢

Oba problema sta dopustna, torej sta oba optimalna & opt. vrednosti sta enaki.

Za poljubno matriko A € R™*™ velja:

v= max min 2z’ Ay = min max z’ Ay
T Y Y aB
Ta vrednost je
¢3 Definicija
Igra je , Ce ima vrednost 0.
Igra je ,Ceje AT = — A,

¢ Trditev
Vsaka simetri¢na igra je poStena.

Dokaz: uporabis izrek o minmaxu.v = --- = —v = v = 0 in obracas, uporabis identiteto za

simetri¢nost & preimenujes$ spremenljivke.

¢3 Definicija
Pravimo, da z dominira z’, ¢e z > z’ (kjer z, 2’ € R")

Ce v A i-ta vrstica dominira j-to, lahko j-to izbriemo (izbrisemo manjso)
Ce i-ti stolpec dominira j-tega, lahko i-tega izbriSemo (izbrisemo vecjega)

—> s tem lahko zmanjSamo matriko



(Te)ecE, Te>0 YveV: Z Te — Z Te = by

konec(e)=v zaletek(e)=v

| minimiziramo: ) . ce - Te

(O Nas linearni program & njegov dual

min ¢’z max by
pp Ax =0 pp. ATy<ec
x>0
kKier b = [byloey In ¢ = [celecE
—1 zadetek(e) = v
in A= [Gu)vececr incidentna matrika, kjer A=< 1  konec(e) = v

0 wvée
AT ima v vsaki vrstici natanko eno 1 in —1 zato lahko pogoj zapi§emo kot y; + ¢;; > y;Vij € E.

Spomnimo se DD za sploSen LP. Potem lahko za

problem razvoza PR recemo:

¢ Posledica

Naj bo z,y dopustna reSitev za PR, PR’
z,y optimalna <= Vee E: z;;=0 ali y;+c¢;;=y;

(z;; = 0 pomeni, da nismo niCesar prevozili)

| PR lahko resimo z dvofazno simpleksno metodo. Mi ga bomo resili s simpleksno metodo na omreZjih.

O Opomba
y je dopustna resitev duala <= y+ (¢ + - - - + €) je dopustna reSitev duala
Kriterijska funkcija duala:

Zbi(yi"f—é') = zn:biyi+€‘zn:bi
‘ =1 51’_/

=0

(O Opomba

Ce je  dopustna za PR
Az =1b / + > po stolpcu



0=> ", bi
To smo napisali kot predpostavko, vendar je potreben pogoj za dopustnost.

Problem so cikli! (kot neusmerjen graf) - nekako do iste tocke prides po 2 razli¢nih poteh, ki lahko
zahtevata razli¢cne "pogoje"

¢3 Definicija %

Naj bo x dopustna resitev za PR.

xje - ddr - Ce obstaja vpeto drevo T, da je z;; = 0 za Vij & T.

/ Trditev %
Ce obstaja dopustna resitev za PR, obstaja tudi drevesna dopustna resitev (ddr).

Dokaz: iSCeS izstopne povezave, jih dajes$ stran.

<> Postopek za reSevanje PR:

1. poiS¢emo ddr
2.re$imo y; +cij =y;zaij € T.Cejeyi +cij > y; Vij € E\T,je x opt. resitev
3.¢ey; + cij < y;jzakakSen ij € E'\ T, je ij vstopna povezava
Dodamo ij v T, dobimo cikel.
t := min{x. : e obratna} >0
Na premih povecamo z za t, na obratnih zmanjSamo x za ¢.
Povezava, na kateri je min doseZen je izstopna povezava, odstranimo iz 7' U {3, j}, dobimo novo
vpeto drevo. Nadaljujemo.

(O Opomba

Ce velja y; + cij > y; Vij€ E\T,potem je (z.). optimalna - to Ze vemo iz DD
Dokaz: 7??

(O Opomba

Naj bo z poljubna ddr.
(i +cij —yj)zij =0 /Dlijen



e —bvTy=0

c'z = b7y velja za vsako ddr in pripadajoce razvozne cene.

T vpeto drevo enolicno doloca ddr. (Ce obstaja)
Izberemo list in z. na edini povezavi iz lista je enolicno dolo¢ena. Vzamemo jo ven (list in povezavo)

ter nadaljujemo.

Ciklanju se lahko izognemo s Cunninghanovim pravilom.

« rizbrani koren
- med kandidatkami za izstopno povezavo izberemo tisto, ki je prva na poti od r do izstopne

povezave.

<> Postopek

Kako poisc¢emo zacetno ddr oz. dokaZzemo, da je problem nedopusten - uporabimo dvofazno sx

metodo na omrezjih.

1. faza - reSimo pomozen problem

izberemo koren r

v € V'\ {r} (vozlis¢a ostanejo enako utezena kot prej)

dodamo umetne povezave (cena 1)

« by, >0 — dodamo rv (Ce Se ne obstaja), z,, = b,

* b, <0 = dodamo povezavo vr (Ce Se ne obstaja) =z, = —b,

prvotne povezave: cena 0

To je DDR za dodatni problem (veljajo Kirchhoffovi zakoni).

vET: b,>0: b,—0=b,

b, <O0: 0— (—by) =0y

D konec(z)=r — Dzacetek(z)=r = Javtrpy<0(—0v) T Dusrps, bo =Dy by = by

<
I
-

Cene so nenegativne — problem je omejen — je opt
- Ce je opt. vrednost 0, je prvotni problem dopusten (obstaja re$itev pomoZnega problema, ki
uporablja samo prvotne povezave). Optimalna resitev pomoZnega problema nam daje ddr

prvotnega (odstranimo umetne povezave z razvozom 0)

« Ce je optvrednost > 0, prvotni problem ni dopusten.



Ce ne moremo izbrati izstopne povezave: vse povezave v ciklu so preme, lahko jim dodamo poljubno
velik ¢ - problem je neomejen.

V praksi to pomeni - Ce prepeljemo eno enoto surovine po tem ciklu, "zasluzimo"

Naj bodo b, € Z
(1) Ce obstaja dopustna resitev, obstaja tudi celostevilska dopustna resitev

(2) Ce obstaja optimalna resitev, obstaja tudi celo$tevilska optimalna resitev

Dokaz:
(1) ReSimo pomoZni problem, razvozi so na zacetku +b,, 0 in ostanejo celoStevilski
(2) Naredimo Se 2. fazo, na vsakem koraku ima celoStevilsko ddr.

¢3 Definicija

A € R™" je dvojno stohasti¢na, ¢e a;; > 0 tako da

n n
Zaij =1 V’i, Zaij =1 Vj
j=1 i=1

[ai;] silahko predstavljamo kot verjetnosti

<> Primer

P € R™" je permutacijska matrika, e je v vsakem stolpcu & vrstici natanko ena 1, ostalo pa so 0.

0 0,9 0,1
0,4 0,1 0,5
0,6 0 0,4

Permutacijska matrika je dvojno stohasti¢na.

/ Trditev %
A € R™" dvojno stohasti¢na. Potem obstaja permutacijska matrika P tako da velja:
Dij > 0 = a;j > 0

Dokaz: skonstruiramo omrezZje (dvodelen graf, kjer so X stolpci, vrednost -1 in Y vrstice, vrednost 1,
povezava je Ce je v ij-tem mestu matrike element > 0). tak PR je dopusten, obstaja celoStevilska

dopustna resitev, p;; € {0,1}

¢ Posledica - Kénigov izrek o plesnih parih



G = X UY dvodelni graf, k-regularen, 0 < k < n, X =1Y]=n

Potem ima G popolno prirejanje.

Dokaz: Naredimo matriko Kjer a;; = % Ce x; ~ yj, sicer 0.

-- problem razvoza z 0mMejitVami --------=----mmmm oo

¢3 Problem pretoka

Naj bo G usmerjen graf, s, t izbrani vozlisc¢i (zacetno & koncno) >:
konec(e) # s Ve € Ein zacetek(e) #t Ve€c E

ecE: ue € [0, 00)

Dopusten pretok: 0 < z. < u, Vec E

Z Te = Z Te Vo e V\ {s,t}

zacetek(e)=v konec(e)=v

[S¢emo max E z vrednost pretoka

zadetek(e)=s

¢3 Problem prereza

C CVijeprerez,Cesc C, t¢C.
[S¢emo minimalni prerez, tj. prerez z najmanjSo kapaciteto

/ Trditev %
vrednost pretoka < kapaciteta prereza

Dokaz: seStevas po povezavah, sestejes po vseh vozliscih razen s, t, odstejes skupne povezave

(O Opomba
Za poljuben prerez C velja:

Z Wiy — Z z;; = vrednost pretoka
i€C, j¢C i¢C, jeC



Dan je problem max pretoka / min prereza. Velja natanko ena od moZnosti:
(1) Obstajajo pretoki s poljubno velikimi vrednostmi, vsi prerezi imajo kapaciteto oo
(2) Obstaja maksmalen pretok, obstaja tudi prerez, katerega kapaciteta je enaka vrednosti

maksimalnega pretoka

Dokaz: prevedemo na problem razvoza z omejitvami. Ker je problem dopusten, je bodisi neomejen
bodisi optimalen. y, razvozne cene, y; + cts > ys, ker povezava ni nasicena in ni v drevesu.
Definiramo nek prerez v € V,y, < y, in pokaZzemo, da kapaciteta=vrednost pretoka. Uporabimo
definicjio zai € C, j ¢ C

...jevdrevesu

... je nasiCena

IV IA

...je prazna

¢3 Definicija - povecujoca pot %

Povecujoca pot (za dani pretok) je vg v1 va ...vi da velja:
V=8 vp=1 Vi=1,...,k:

vi-1v; € E, @y, < Uy,_,» (prema povezava)
ali
vi-1v; € E, ,,_,, > 0 (obratna povezava)

Ce imamo povecujoco pot, lahko pove¢amo pretok: na premih pretok pove¢amo za €, na obratnih pa

zmanj$amo za ¢, Kjer je

¢ := min{z.; eobratna}U {u, —x.; eprema}, >0

<> kako najdemo povecujoco pot, kako deluje FF algoritem

¢3 Definicija

G graf, G = (V, E).
M C Eje ,Cezae,f € M, e# fvelaenf=10

Z drugimi besedami: nobeno vozliS¢e v V ni krajiSce vec¢ povezav iz M.

Prirejanje je ,CezaYveV dJeeM: wvce

oz. vsako vozlisce iz V je krajiSce natanko ene povezave iz M.

¢3 Definicija



jePCV,tezaVec EvelaenN P #(
torej vsaka povezava ima vsaj eno krajisce v P.

(@) . .. velikost najvecjega prirejanja 7(G) . . . velikost najvecjega poKkritja

/ Trditev

(1) M prirejanje in P pokrite — |M| < |P|

(2) u(G) < 7(G)

(3) Ce velja [M| = | P|, potem je M najvedje prirejanje in P najmanjse pokritje.
Velja u(F) = 7(G) = |[M| = |P|

dokaz 1: f : M — P, f je injektivna

(O Se nekaj pomoznih definicij

Naj bo M prirejanje v grafu G.

. eje ,Cejeec M

- eje ,Cejee g M

. vije ,cedlee M >:veEe
. vje ,eAdec M >: vee

¢3 Definicija
Pot je izmenicna oz. , Ce se na njej izmenjujejo proste in vezane povezave.

Pot je , Ce je alternirajoca in se zacne in konca s prostim vozliS¢em.

M je najvecje prirejanje <= ne obstaja povecujoca pot



Dokaz: (=) ocitno
(<) Denimo, da M ni najvecje prirejanje, ampak je M'. Podgraf H = M & M.

ja ce bi obstajala povecujoca pot, je ta povecujoca pot taka, da ma prosto vozlisce iz kerga gre prosta
povezava in nakoncu tudi tko ane

kar pomen da ce na tej povecujoci poti zamenjamo proste in vezane povezave, dobimo zihr za 1
vecje prirejanje

torej tisti M k ga mamo ne more bit najvecji

in pol mas to pac A => B je isto kot neB => neA

<> Kako deluje madzarska metoda

G dvodelni graf, V = X UY, M prirejanje.

S = {prosta vozlis¢a v X} T={}

Gremo po vseh moZnih prostih povezavah navzdol, in po edini moZni rde¢i navzgor. Ce pa ni nobene
rdece povezave (ko sem v vozliS¢u v Y), to pomeni, da sem priSel do nekega prostega vozlisca - in s
tem do povecujoce poti.

Na vsakem koraku:

« §'=SU{vozlis¢a v X, do katerih lahko pridemo po vezanih povezavah iz T}
o T' =T U{vozlis¢a v Y, do katerih lahko pridemo po prostih povezavah iz S}

Ce v nekem trenutku T vsebuje prosto vozli$¢e, smo nasli povecujoco pot. Zamenjamo ¢rne in rdece
povezave na tej poti.

Sicer je v nekem trenutku S’ = Sin T’ = T.

Dokazali bomo, da je takrat M najvecje prirejanje, in nasli bomo pokritje P, tako da |P| = |M|

:,p(.u-ﬂ-\((: _g < .
.
| >< O /o > SRR

[ o O o
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O



Najse MM ustavi, S’ =S8, T'=T

Potem je P := (X \ S) U T pokritje, | P| = |M]|.

Torej je M najvecje prirejanje, P najmanjSe pokritje, u(G) = 7(G)
Dokaz: ...

G dvodelni graf, V =X UY
Obstaja popolno prirejanjeiz X vY <— VAC X: |A| < N(4)

madzarska metoda z utezmi

Podana je matrika C, vrne nam minimalno popolno prirejanje

1.
2.

korak - od vsake vrstice odStejemo njen minimum

korak - od vsakega stolpca dobimo njegov minimum

Dobimo nenegativno matriko, v vsaki vrstici in stolpcu vsaj ena nicla.

. korak - pokrijemo vse ni¢le v matriki z < n vrsticami in stolpci.

€ := najmanjSe nepokrito polje > 0

0Od nepokritih polj ¢; dvakrat pokritim €

. korak - sicer lahko najdemo n nicel v razli¢nih vrsticah in stolpcih - kar nam daje

popolno prirejanje.

. korak - zakaj se ta algoritem ustavi - ko odStevamo, se povezave med S — 7" in X\S — X\T ne

spremenijo.

Vse povezave med X\S — T bodo izginile (ko priStejem ¢ iz nicel dobimo sama pozitivna Stevila)

Ko odstejemo € dobimo med S in Y\T' zagotovo novo povezavo xy, daj med nepokritimi dobimo vsaj

eno niclo, ko odStejemo minimum (&)

S ng HE Ay i

ﬁ_/(/ )(\}/
/' XN T P =

Locimo 2 primera glede na Y:

Y prosto vozliS¢e - nasli smo povecujoCo pot = M se poveca (najvec n-krat)

Y vezano vozliSce - eno vozliSCe iz X\S gre v S, S se poveca za 1 - glede na to, da imamo n vozlisS¢, se
S lahko poveca najvec n-krat zapored.

= MMU se zakljudi po najve¢ n? korakih = O(n?)



S tem lahko reSimo problem plavalcev.
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Nicelni graf - dvodelni graf, kjer X ... vrstice,Y ... stolpci,v; ~ s; <= ¢;; =0

V ni¢elnem grafu poSi¢emo najvecje prirejanje (z madzarsko metodo). dve moZnosti:

« najvelje prirejanje je premajhno: |[M| < n = |P| < n - izberem lahko manj kot n vozli$¢ iz grafa G
, tako da bo vsaka povezava pokrita bodisi z enim vozliS¢em zgoraj, bodisi z enim vozliS¢em spodaj.

Torej P doloca manj kot n vrstic in stolpcev, ki pokrijejo vse nicle.
« prirejanje velikosti n - M je min popolno prirejanje na naSem grafu
(O Opomba

Najdrazje popolno prirejanje: reSimo problem najcenejSega popolnega prirejanja za matriko —C.

¢3 Definicija
A C R je konveksna, Ce:
z,yc A, Ae€|0,1]: (I1-XNz+Alyc A

torej ax + By, o, >0, a+ B=1 je konveksna kombinacija.

¢ Trditev
Presek konveksnih mnoZic je konveksen.

Dokaz: A;,i € I konveksne. A = ;.5 4, z,y € A, € [0, 1]. Naredimo konveksno komb z,y in

pokaZemo da je v A; torej je tudi v A.

¢3 Definicija

C(A) = ﬂ K ... konveksna ogrinjaca
KCR, K konv, ACK



A1+ .+ gz je vektorjiev x1,...,xr, Ceje A>0in A1+ ---+ A =1

¢ Trditev

Aly.. o, A >0

A) =1\ R} 2
C(A) = {Mzy + - + Az, Aot A =1

Zi,...,x, € A}

Dokaz: Zelimo dokazati A1z + - - - + \xx € C(A) C z indukcijo na k, vemo za k = 2 ker je to ravno
konv. kombinacija, K — 1 — k hocemo spraviti v obliko konv. kombinacije 2 elementov,

(1 —Ag)(...) + Apxy. PokaZemo, da je (...) € A, ker je konv. komb. k — 1 vektorjev.

O Dokazemo, da ta lin komb vsebuje A (ocitno, 1 - z) in da je konveksna (vzamemo 2 elementa iz te

mnoZice in pokazemo da je njuna konveksna kombinacija)

(O Posledica

[z tega sledi:

ACC(A)
C(A) je konveksna (ker je presek konveksnih mnozic)
e A C Kkonv — C(A) C Kkonv

. Ce je K konveksna, je konveksna kombinacija vektorjev iz K tudi v K

¢3 Definicija

Naj bo K C R" konveksna.
z € K je ,¢ene Jr1,z2 € K, 1 #x2, A€ (0,1):

z=(1-Nz1 + Az

Kdaj 7/ ekstremna to¢ka? Ce leZi v notranjosti neke daljice s krajis¢i v K.

¢3 Definicija
(1— XNz + Ay, AeR ... afinakombinacija z in y

Ay 4+ Axk, MER, Ai4---+A=1 ... afinakombinacija vektorjev xi,...,xx

(O Opomba

Afine mnozice v R3: premice, ravnine, singelton, R3.

Afinim mnoZicam re¢emo tudi afini podprostori.

¢ Trditev



NTSE: za A C R™,
(1) A je afina

A # 0

(2) Vsaka afina kombinacija elementov iz A je v A

B)A=a+V={a+vveV}

(2) = (3) pokazati Zelimo, da je V v. podpr. Vzamemo elementa z — a, y —

Dokaz: (1) =
)
Mz —a)+puly—a)+a—a=---
B) = M)
¢3 Definicija %
S C R"je , Ce za
Ve,y € S,

(O Opomba - terminologija

,kjer Vv. pr. CR",

a € R"

(2) dokazujemo z indukcijo po & (isti trik kot prej)

a, ¢,y € Ain

€ V (ravno afina komb elementov iz A)

AV >0 velja Az+puye S

.. konveksna mnozica

z,ye A Az +puye A
« VA,u ...lin. podprostor
« VA, u A+upu=1 ...afin podprostor
s VApu Ad+p=1, Ap=>0
« VA, A, u>0 ...konveksnistoZec

¢3 Definicija

Konveksni stoZec, napet na aq,...,a; € R
S(ay,...,ap) ={A a1+ +XAap: Ay,..., A >0} je konveksni stozec
D: A(Araq + - - + Agag) + p(prag + - - + prag) = (AN + ppq)aq + . . . Kjer vsi koef pred a; > 0 =

torej je res konv. stoZec

¢3 Definicija

Naj bo A C R" poljubna.

A*={z e R":

mnoZzice A je

aTz >0 Va € A}

torej vsi taki vektorji, da, e vzamemo poljuben vektor iz A4, je kot med njima oster.



¢ Trditev

A* je konveksni stoZec
D: naredi$ komb z,y in gleda$ ¢e a” (A\z + py) > 0

¢ Trditev

D:iac A,z c A* oz > 0 po definiciji = a € A**
Zakaj ne velja enakost? A** je dualni stoZec, ki je vedno konveksni stoZec, A pa ni nujno konveksni

stozZec.

/ Trditev %
S*(a1,...,ar) ={z €R": alzx>0, i=1,...,k}

D: (C) kot med njima je oster (a] z > 0),
ce

(2)

je kot med vektorjem in obema "mejnima" oster, bo tudi za neneg. kombinacije

D: O Ze vemo po trditvi A C A**

C Najbo b € S**(aq,...,a;). Radi bi dokazalib € S(ay,...,a;) oz

A, A >0 2:b= Aag + -+ + A\gay, 0z. A\ = b. To zapiSemo kot LP, za krit funkcijo vzamemo
najpreprostejso, 0. Zelimo dokazati, da obstaja tak$na resitev, torej da je problem dopusten. Ker je
krit funkcija 0, je vsaka dopustna res$itev optimalna. Po KID je P optimalen <= P’ optimalen.
Pozor, tukaj ni y > 0 ker ima$ pri P enakost. P’ dopusten, ker je 0 dopustna resitev. y dopustna
reditev <= velja pogoj, torej ATy > 00z.aly>0,i=1,...,k < ye€ S*(ay,...,a;). Problem
je dopusten, torej je neomejen ali optimalen. Pokazati Zelimo, da ima spodnjo mejo. Za elemente iz
S* vemo: bTy > 0 (po prej$nji trditvi in ker a; > 0). bly>0 —= P’

optimalen problem.



del mi ni cisto jasen

AecRY™k  peR™
Potem je

JzcRF, >0, ,Az=b <= VycR": (ATy>0 = bTy>0)

TbES(al,...,ak) TbGS**(al,...,ak)

FarkasSeva lema pravi: Ce resitve sistema Az = b,z > 0 ni, vedno obstaja "certifikat" neobstoja.
Kako to vidimo iz algebrai¢ne razlicice? Negiramo obe strani, in na desni dobimo:

. <= Jy: AT >0, b7 < 0yje totno to, s ¢imer pomnozimo enacbe. gl. 10. pred, str. 9

Ce hotemo nekomu pokazati, da taki = obstajajo, jih sproduciramo.
Ce hocete pokazati, da ne obstajajo, posku$amo dobiti neko nemogo&o neenakost. Ohranjati moramo

neenakosti v pravo smer, zato mnoZzimo z nenegativnimi Stevili.

Ac Rk peR™

Potem je
Jz>0: Az <b <= VycR":(ATy>0,y>0 = bly>0)

Dokaz: Konstruiramo LP, kdaj je ta problem dopusten/opt <= dualen problem opt.
0d prejsnjega dokaza se razlikuje po tem, da imamo v P’ pogoj y > 0, saj imamo tokrat LP v
standardni obliki (z neenakostjo).

(O Opomba
b¢ S(ai,...,ar) = b¢& S™(a1,...,ar)

Drugi del pomeni, da 3 nek vektor, tako da je kot

Ce b ni v konveksnem stoZcu, napetem na a, ..., ak, potem obstaja hiperravnina, ki separira b in

S(al, co ,ak).
Najdemo normalni vektor hiperravnine, tako da b z njim tvori topi kot.

(O Opomba

FarkaSeva lema sloni na KID. Tudi KID lahko dokaZemo s pomoc¢jo FarkaSeve leme.



¢3 Definicija

Kkonv an
f: K— Rje ,¢ezaVz,ye K VA€ [0,1] velja

F(L =Nz +Ay) < (1 =) f(z) + Af(y)

(desni del pomeni, da je ena tocka vmes med f(z) in f(y) )

Funkcija je , Ce je graf med dvema toCkama pod zveznico.

¢3 Definicija
Funkcija je , Ce
F(A=XNz+Xy) > (1 =N)f(z) +Af(y) Vz,ye K Ac[0,1]

Stroga konkavnost pomeni >. Podobno konveksnost.

O Opomba
f afina <= fkonveksna & fkonkavna

D:
y

['trditev] Trditev %%
f: K— R, beR, Kkonv

A={zcK: f[f(z)<b)}

Potem je A konveksna mnoZica.

D: Vzamemo z,y € A in damo njuno konv komb v funkcijo f, pokaZzemo, dajeto <b

/ Trditev %k

(1) f,g: K* — R konveksna funkcija = f + g konveksna fun
¢ >0 = c- f konveksna

f konveksna

2) f: g(K) — R, g:K* R — g(K)konveksna ——= f o gkonveksna
3) f:C(g(K)) — R g: K¥» — R konveksna. Potem je f o g konveksna.

Dokaz: ...



f: K— R, K CR"odprtain konveksna. f odvedljiva (t,j. 3 parcialni odvodi g—;: : K — R)

Potem je f konveksna <= f(y) > f(z) + (Vf(z))T(y — z) Ve,ye K

Dokaz: (<)z,y € K, z=(1—- Az + Ay € K, vrzes$ ju v formulo na desni (vsakega posebej),
naredi$ konv komb f(z) in f(y), pokazes$ da je > f(z)
(=) 0joj

Naj bo f: (a,b) — R dvakrat zvezno odvedljiva.

Potem je f konveksna <— f"(z) >0 Vz € (a,b)

f: K — R, K odprtainkonveksna, f dvakratzvezno odvedljiva
Potem je f konveksna <= Hy(z) >0 Vze K

Dokaz: dolg 2 strani

¢3 Definicija

ACR", f:AR

fimavz e A ,¢e  f(z) > f(z') Va'e A
fimavze A e Je>0: f(z)>f(z') Vz'eAla—d|<e
/ Trditev %

Ce je z* € K lokalni minimu konveksne funkcije f, potem je z* tudi globalni minimum.

D: Ce z* ni globalni minimum, 3y : f(y) < f(z). Vzames funkcijo od konv. komb z* in y in jo navzgor
oceni$ najprej s konveksnostjo, nato z zg. neenakostjo, dobi$ f(z*). Potem vzame$ definicijo lok.

minimuma (kar je z*) in vzamemo z = (1 — Az*) 4+ Ay in ocenimo navzgor z . Obrnemo enacbo,
vidimo, da je A € (0, Hy——awll)’ torej velja sklep pri lok minimumu, kar je protislovje z zacetno
predpostavko.

f : K — R konveksna, odprta, dvakrat zvezno odvedljiva.



H¢(xz) >0 Ve K = f strogo konveksna
brez dokaza

f: K* — R strogo konveksna funkcija, f ima v z* globalni maksimum. Potem je z* ekstremna
tocka.

Dokaz:

<> VEN ... vezani ekstrem z neenacbami

min  f(zq,...,2,), zeNCR”
g91(z) <0

gm(w) <0

ResSujemo lahko z Lagrangevimi multiplikatorji:

L(z,\) = f(z) + i igi(z)

¢3 KKT pogoji

3iz'L: i=1,...,n
Ajrgi(@) =0 j=1,...,m
A;j >0 j=1,...,m
gj(xz) <0 1=1,...,m

—> preveriti moramo 2" moznosti

(O Opomba

KKT pogoji niso ne potrebni, ne zadostni za to, da je dana to¢ka minimum (v sploSnem).

f . Kkonv, odp R

f,91,.-.,9m konveksne odvedljive funkcije

Ce so v (z*, \*) izpolnjeni KKT pogoji, je z* glob min



Dokaz:

f: K — R, K odprta
D={zecK: gjz)<0 j=1,...,m}
Denimo, da obstaja globalni minimum z*

Ce velja:

* g1,--.-.,9m afine funkcije ALI
« f,91,--.,9m, K konveksne, notranjost D # () ALI
« {Vgi(z*),...,Vgm(z},)} lin neodvisni

Potem so v (z*, \*) izpolnjeni KKT pogoji.

brez dokaza

definicija + problem 0/1 nahrbtnika (reSevanje s principom razveji in omeji)

danes 18: 00: prirejanja, pokritja, MM + konveksnost

jutri: uporaba farkaseve leme (11), 12, 13, 14. je izi (razveji in omeji na primeru nahrbtnika)



